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可微分多様体N,Pに対し， Nから Pへの可微分写像全体の集合を C00(N,P)とする．
本稿ではこの集合にはWhitneyのco―位相が与えられているとする.f E C00(N,P)の
開近傍UCC00(N,P)で次の条件を満たすものがとれるとき， fは安定であるという：










f E C00(N,P) に対しその臨界点集合を~(!) C N, 臨界値集合を△(f) C pと表
す.X,Yを第二可算公理を満たす位相空間， g:X→Yを連続写像とする．このとき
Z(g) CYを以下で定義する：
Z(g) := { lim g(xn) E Y {xn}nEN: 集積点を持たないXの点列｝．
n→0 
Z(g)内の点を gの非固有点という.g:X→Yが固有であることと Z(g)= (/Jとなるこ
とは同値である．またfE C00(N,P)が擬固有であることと Z(f)n△ (f) = (/Jとなるこ
とは同値である ([2]).可微分多様体Nに対し，その自己微分同相全体の空間を Diff(N)
と表す．
定義 2.1.f E C00(N, P)に対し， fの開近傍UCC00(N,P)と連続写像 01: u→ 
Diff(N)と約：U→Diff(P)で，任意のgEUに対し
02(g) 0 g O 01(g) = f 
となるものが存在するとき， fは強安定であるという．
1 flt→ (U): f―l(U)→ Uが固有となるような /(Crit(f))の開近傍 UcPが存在するとき， fは擬固
有であるという．
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N上のベクトル束Eに対し，その切断全体の集合を f(E)で表し， ScNに対し Eの
切断の Sにおける芽全体の集合を f(E)sと表す．
定義 2.2.f E C00(N, P)に対し以下の等式が成立するとき， fは無限小安定であると
いう：
f(f*TP) = tf(f(TN)) + wf(f(TP)). 
ただし tf: f(TN)→ r(「TP),wf : f(TP)→ f(f*TP)はそれぞれtf(l)= df o (, 
wf(ry) ='T/ 0 fで定義される写像である．また任意の yE△ (f)と任意の有限集合Sc
f―l(y)に対し以下の等式が成立するとき， fは局所安定であるという：




















定理 2.4([4]). fが無限小安定であることと， fが局所安定でかつ flI;uJが固有である
ことは同値である．
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例 2.1((局所）安定弁無限小安定）．関数JiE 000償皇）を fi(x):= exp(叫sinxで定
義する．このとき摩(x)= 2k/2exp(x)sin (x十竺： であるから，躙） ~t":3)ff E股:)nez}
であり， hがMorse関数であることは容易に確かめられる．一方，
』~00Ji c4n: 3)1r) = 0 
であるから， Z(f叶E(f1))= {0} =f 0である．よって定理2.4より hは無限小安定ではな
い(f叶E(f1)が固有であることと， Z(fib1i))= 0であることは同値である）．
BおよびCの逆が成立しないことをみるために次の定理を用いる：
定理 2.5([2]). f E C00(N, P)が強安定であればfは擬固有である．
定理 2.6([1]). 局所安定な関数fE C00偉晨）に対し， L(f)C股を以下で定義する：
L(f) := {y E股 y=旱 f(x)or y = x]~00 f(x)}. 
このとき fが安定であることと，△(f) n (Z(JII:u)) u L(f)) = 0であることは同値で
ある．
例 2.2(安定弁強安定）. h E 000償皇）を h(x):= fi(exp(x))で定義する (Jiは例2.1
で定義した関数）．このときhの導関数は次のようになる：
f~(x) = exp(x)J{(exp(x)), j菜(x)= exp(x) { exp(x)f{'(exp(x)) + J{(exp(x))}. 
よって例2.1での計算結果より
瓢） = { logc4n: 3)1r) E艮 nE Z:c:o} 
であることがわかり，さらに hはMorse関数であることもわかる．また L(f叫={O}, 
Z(f叶I:(h)= 0であることも容易に示せる.0 (/_△ (h)であるから定理2.6より hは安





例 2.3(局所安定弁安定， [4]も参照）.h:(-1,1)→ 良を h(x)= x(4x2 -3)で定義
し， hE C00(恥民）を f心） = h (~arctanx) とする．このとき :E(h) = {土1}であり，
h(士1)=干1. また X=士1において ff(x) i-0であるから hはMorse関数（局所安定）


















傍と呼ぶ fE C00(N,P)とする.y E pに対し以下が成立するとき， fはyにおいて
end-trivialであるという：任意のコンパクト集合KcNに対し， yの開近傍WcP
と， KcN¥Vなる Nのendの近傍VcNが存在し次の 2条件が成立：
• f―1(y) n vにfの臨界点は存在しない（このとき f―1(y)n vはNの部分多様体で
あることに注意）．
● 微分同相<P:(f―1(y)nV) xW→f―1(W)nvで， f瑾=P2: (f―1(y)nV)xW→ 
W となるものが存在する．
f E C00(N,P)に対し T(j)= {y E p I fはyにおいて end-trivial}とする．
定理 3.2([3, Theorem 1.1]). f E C00(N皇）を局所安定な（つまり Morse)関数とする．







命題 3.4.f E C00(恥，股）に対し定理2.6の条件，つまり△(f) n (ZUbn) u L(f)) = 0 
と△(f) C T(j)は同値である．
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命題3.4の証明.f E c=偉，恥）に対しT(j)=股¥(Z(JIE(f)) u L(f))であることを示せ
ば十分であるのでこれを示す.y E T(j)とする．このとき endの近傍Ve恥十分小さ
い正数 f;> 0, 微分同相<I>: (f―1(y)nV) x w→ f―1(W)nV (ただしW = (y-E, y+c)) 
が存在し， f叫 =p2が成立する (K=0として仮定を適用した）．特にf―1(W)nv内に
fの臨界点は存在しない．一方yE Z(f lE(f)) とすると，集積点を持たない~(!)上の点
列｛叫｝でj鷹 f(叩） =yとなるものが存在する．特に十分大きい mに対し f(xm)E W 
となる．また｛叩｝は集積点を持たず股¥Vがコンパクトであるから，十分大きい mに
対し XmEVが成立する．よって結局矛盾するのでyf_ Z(JIE(f))である．
y E L(f)と仮定する．このとき y= lim f(x)としても一般性は崩れない．この仮定
X→(X) 
より r>Oで， X2 Tなら f(x)E Vnf―l(W)となるものが存在する．ここでf(r)< Y 
と仮定してもやはり一般性は崩れない.f―1(W) n vの連結成分でrを含むものを Iと
する.fo<T>は射影であるから !IIはW への微分同相となる.f―1(W) n v内に fの
臨界点は存在しないから， I上!'>0であり， fは単調増加であることがわかる．特に
f (I) C (y -E, y)となるが，これは!IIが微分同相（特に全射）であることに反する．よっ
てyf_ L(f)であり，結局T(j)C恥¥(Z(JIEU)) n L(f))が示された．
yE股¥(L(f) u Z(f lE(f)とコンパクト集合Kc股を任意にとる.y f_Z(f lE(f)であ
るから M>Oとyを含む有界な開区間Jc股が存在し， f―1(I)n~(!) n ((-oo, -M) u 
(M, oo)) = 0が成り立っ．必要なら M を十分大きくとり， Kc[-M,M]となるよう
にする．さらに必要なら Iを十分小さく取り直し， InL(f) = 0も成り立つようにす
る.M',M"2Mを， f―1(I)n ((-oo,-M') u (M",oo)) = LJ入EA(a入ふ）としたとき
（股の開集合は開区間の非交和となることに注意）似=M"となる入や bN= -M'と





より InL(f) = 0であるから b入i-00であることがわかる．同様にして a入ヂー00
である.f(a入） f_ f―1(I) n ((-oo, -M') u (M", oo))であるが，十分小さい eに対し
f(a入+c)E f―1(I) n ((-oo, -M') U (M", oo))であることと a入ヂ M"であることから
f(a入） E J¥I, つまり f(a入）は開区間Iの端点である．同様にして f(b入）も Iの端点で
あることがわかるから，中間値の定理より fl(a入必）： (a入，b刈→Iは全射，よって微分同
相であることがわかる．
zEf―1(y) n ((-oo,-M') u (M",oo))に対し入(z)EAをzE (a入，bりとなるように
とる（このような入(z)は唯一つであることに注意）．写像<I>: f―1(y) n ((-oo, -M') u 
(M", oo)) x I→ f―1(I) n ((-oo, -M') U (M", oo))を次のように定義する：
<T>(z, t) = (fl(a入(z),b入(z)□(t). 
この写像は微分同相であり， fO <I>= P2となることが容易に確かめられる．よって fは
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